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Een toepassing van de theorie der Banach-..algebra-~s 1.n de klassieke 
Fourier-analyse 
o. In;J_eiding 
Het doel van deze voordl"acht . is, .met behulp van -de theorie der 
maximale idealen in Banach~algebra's, een modern bewijs te geven 
van de volgende stelling van N. Wiener: 
Is de funktie f: IR + C te ontwikkelen in een absoluut convergente 
Fourier-reeks 
+oo 
r( t) = I 
n=-oo 
int 
a e 
n 
(a el; 
n 
+oo 
I la I < 00 ), n 
n=-oo 
en is f(t) :f:. 0 voor elke t €.IR, dan kan ook de funktie !: IR + IC 
1 1 (met f( t) = f( t)) worden ontwikkeld in een absoluut convergente 
Fourier-reeks 
1 
f(t) = 
+oo 
I (S e.«:; n 
+oo 
I 
n=-oa 
ls I < 00 ). 
n 
1. Definitie 1.1. De verzameling X heet een algebra (over het lichaam IC) 
indien 
(i) X een lineaire·ruimte is (over C), 
(ii) X een ring is, met de vectoroptelling als opteloperatie, 
(iii) voor elke a£ IC en alle x ,Ye X geldt 
a ( x • y) = (ax) • y = x • ( ay ) • 
Definitie 1.2. De algebra X he·et· een genormeerde algebra indien 
(i) X, als lineaire ruimte over~, genormeerd is; d.w.z. op Xis 
een reeelwaardige funkt-ie I lxl I gedefinieerd met de volgende 
eigenschappen 
11 x 11 = 0 <==> x = 0 
llx +yll ~ llxll + IIYII 
I I ax I I = I a I • I Ix I I (a e IC; x e.X), 
( ii') 11 X • y II 2- 11 XI I • I I y I I • 
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Definitie 1.3. De genormeerde algebra X heet een Banach-algebra indien 
X, als genormeerde lineaire ruimte over C, volledig is; d.w.z. bij 
elke rij {xn}:=1 in X, met de eigenschap 
('t;/ e: > 0 )( 3 N c 1N )( n ,m > N ==> 11 x - x 11 < e: ) , 
n m 
bestaat een x0 E?: X, zodanig dat 
("i/e: > o)(3 l'IEIN)(n > N ==> I Ix - x 11 < e:). 
n 0 
Anders gezegd: Een Banach-algebra Xis een genormeerde algebra, waar1n 
elke Cauchy-rij convergeert (naar een punt van X). 
Stelling 1.1. In een genormeerde algebra zijn de optcllinr-, de ring-
vermenigvuldiging en de scalaire vermenigvuldiging continue operaties. 
Bewijs: 
(i) I l(x1 + y 1 ) - (x2 + Y2 )1 I= I l(x1 - x2 ) + (y 1 - Y2 )1 I < 
~ 11 x1 - x2 I I + I IY 1 - Y 2 11 < e: 
zodra I lx1 - x2 1 I < ~ en I IY 1 - y2 1 I < ~; we hebben hier dus 
zelfs uniforme continuiteit. 
( ii ) 11 x • Y - XO • YO 11 = 11 x • Y - x • Yo + x • Yo - XO • Yo 11 = 
= 11 x ( Y - YO) + ( x - XO) • YO 11 ~ I Ix 11 • 11 Y - YO I I + 
,, 
+ 11 x - XO 11 • 11 Yo I I < E 
zodra 11 x - x0 11 < £ 2( I IY o 11 + 1) 
en I IY - Y0
II < ____ e: ---
2 I I XO 11 + I I y O 11 + 1 
~ I a I 11 x - x0 11 + I a - a0 I 11x0 11 < e: 
zodra la - aol < 
E 
2( l lxo 11 + 1) 
Ix - xol < E en E 
2laol + I lxol I + 1 
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Definitie 1.4. In een algebra. X met eenheidselement· e geven we de 
verzameling van alle eenheden (= inverteerbare elementen) aan met 
de letter U: 
U d~f {xe:X I er bestaat in X een x- 1 zodanig dat x 0 x- 1=x- 1 •x=e}. 
Stelling 1. 2. Zij X een Banach-,.algebra. met. eenheidselement e; is 
I Ix - el I < 1, dan is,xsU, terwijl 
00 
-1 \ 
X = e·+ l 
n=1 
Bewijs: 
We tonen eerst aan dat genoemde reeks convergeert. Zij 
11 x - e 11 = k < 1 ; de rij 
N 
I n is een Cauchy-rij in SN = e + (e - x) X 
n=1 
N+p N~ 
= < < wegens: I lsN+p - sNI I 11 I ( e - x )n I I = I ll(e - x)nl I = 
< 
= 
N+p 
I 
n=N+1 
00 
n=N+1 n=N+1 
kN+1 
kn=-·--+ 0 als N + 00 • 1-k 
* Omdat X volledig is convergeert SN dus naar een punt x = e + 
Men gaat nu gemakkelijk na dat 
00 
* {e - (e - x)}{e + I (e - x)n} X . X = = e 
n=1 
00 
* 
-1 I (e - x)n. en X • X = e, zodat X = e + 
n=1 
00 
I 
n=1 
Opmerking.
00
Een nodige en voldo~nde voorwaarde voor de convergentie van 
de reeks l xn is: lim llxnlfn < 1 (deze limiet bestaat voor elke x«.X). 
n=1 n➔oo 
Op grand hiervan ,kunnen we. rtelling 1.2 verscherpen tot: 
1 im I I ( x - e ) n I I n < 1 ==> x EU. 
n➔oo 
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Stelling 1.3. Zij X een Banach-algebra met eenheidselement e. 
Is A E. C, A i= 0 en I J x I I < I A J dan is x - Ae e: U met 
00 
( Ae - x)- 1 = l -n-1 n A x (x O d~f e). 
n=O 
Bewijs: 
Het is gemakkelijk in te z1en dat, als a een eenheid is, ook -a en aa 
(a~t;aiO) eenheden zijn. Het is dus voldoende aan te tonen dat 
e - A - l x een eenheid- is; di t volgt evenwel met behulp van stelling 1 • 2 
onmiddellijk uit 
Nu geldt dus 
-1 ( Ae - x) -1 -1 -1 -1{ = A (e - A x) = A e + 
00 
-n-1 A n X • 
= I Ix II 
A < 1 • 
00 
I 
n=1 
Stelling 1.4. In een genormeerde algebra X met eenheidselement e is U 
een open verzameling. 
Bewijs: 
Zij x0 een willekeurig punt uit U en beschouw alle xeX met 
11 x - x0 11 < I Ix~ 1 I J ; we zullen aantonen dat deze bol om x0 geheel 
tot U behoort. 
11 X • x~ 1 - e 11 = 11 x ' X~ 1 - x0 • X~ 1 I I = 11 ( x - x0 ) • x; 1 I I ,;, 
~ 11 x - x0 I I • 11 x; 1 11 < 1 ==> -1 X • XO E. U. 
Aangezien de eenheden in een ring een groep vormen en ook x0&U, 
. ( -1 ) 1s ook x • x0 • x0 = xe:U. Met x0 behoort dus de (open) bol 
I Ix - x0 11 < 11 tot U, zodat U een open verzameling is. 
,I Ix; 11 
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Stelling 1. 5. Is X een Banach-,.algebra met eenhe~ds€lement e dan is de 
afbeelding f: U ➔ U met f(x) = x- 1 continu. 
Bewijs: 
Zij x0 e. U; beperken we x~U tot I Ix - x0 11 < 
1
1 dan is llxb 11 
11 xb 1 • · x - e 11 = 11 xb 1 ( x - x0 ) 11 ~ 11 xb 1 I I • 11 x - x0 11 < 
zodat 
waaruit volgt dat 
00 
11 x - 1 • x0 - e 11 ~ l 
n=1 
11 xb 1 11 n • 11 x0 - x 11 n = 
II xb 1 11 • II x0 - x II 
= -----------, . . 
- II xb II • II x0 - x II 
➔ 0 al s 11 XO - x 11 ➔ 0 • 
Met behulp hiervan is het bewijs gemakkelijk af te ronden: 
11 x _, - xb 1 11 = 11 ( x _, • x0 - e) xb 1 11 < 
~ 11 x - 1 • x0 - e 11 • 11 xb 1 I I ➔ 0 al s I I x0 - x 11 ➔ 0 • 
2. Definitie 2.1. Zij X een algebra .met eenheidselement e en zij xE.X; 
onder het spectrum cr(x) van x verstaan we· de verzameling van alle com-
plexe getallen >.. waarvoor x - >..e niet inverteerbaar is: 
cr(x) = { >..t:IC I x - >..e fl= u}. 
Bij het bewijs van de stelling dat voor elke xE.X het spectrum cr(x) niet 
leeg is zullen we gebruik maken·. van de volgende 
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Stelling 2. l. (Hahn-Banach-,.Bo-hnenblust-Sobszyk-Suchomlinov) 
Zij X een lineaire ruimte overt en peen halfi,torm op X. 
Is x0 een lineaire deelruimte van X en r0 : x0 ~ lC een lineaire 
funktionaal op x0 zodanig dat If O ( x) I < p ( x) voor elke x E x0 dan 
bestaat er een· lineaire funktionaaLf:. X + (C zodanig dat 
(i) f(x) =.r0 (x) voor elke x6X0 
(ii) Jr(x)J .<.p(x) voor elke xex. 
Opmerkingen. 
p: X + lR heet een halfnorm op X indien 
(i) p(x + y) < p(x) + p(y) 
(ii) p(>..x) = I>.. I p(x) voor elke >..£!C. 
Hieruit kan men afleiden dat p(x) > 0 op geheel X. 
De afbeelding r 0 : x0 + !C heet een lineaire funktionaal op x0 indien 
f(>..x + µy) = >..f(x) + µf(y) voor alle >..,µ6 C en alle x,ye::.X0 • 
Voor het bewijs van deze, stelling verwijzen we naar de appendix. 
Stelling 2.2. Zij X een genormeerde· lineaire ruimte over !C, 
x0 E:.X, x0 -:f, O; dan bestaat er een continue lineaire funktionaal f 
op X zodanig dat f(x0 ) = 1. 
Opmerking. 
De lineaire funktionaal f op X heet begrensd indien I f(x) I < K • 11 x I I 
voor elke x ~ X en zekere constante K > 0. Een lineaire funktionaal f 
is dan en slechts dan continu als f begrensd is. 
Bewijs: 
Definieer de begrensde funktionaal r0 op het lineaire omhulsel H{x0 } 
van x0 al s volgt 
Definieren we pop geheel X als 
p(x) = lliJj_ , WaTT 
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dan is aan alle voorwaarden van stelling 2. 1 voldaan·, zodat we kunnen 
zeggen dat er op X een lineaire · funktionaal f. bestaat zodanig dat 
( i ) f ( x) = f O ( x) voor elke x c:- H { x0 } 
(ii) lr(x) I < p(x) voor elke xeX. 
We tonen nog aan dat-deze 1' begrensd (en du-s-co-ntinu)·.is: voor elke 
xex is 
waaruit volgt dat f begrensd is. 
Verder is het duidelijk dat f(x0 ) = 1. 
Definitie 2.2. Zij Geen open puntverzameling in het,complexe vlak, 
X een Banach-ruimte· en- f.een- afbeelding van G ➔ X. 
De afbeelding f: G ➔ X heet analytisch in het punt A0e:G metals afgeleide 
f' (AO) E:. X indien 
('VE> o)(3 061R)(IA·- A0 l co==> ll(A - A0 )- 1(f'(A) - f(A 0 )) + 
- f' (Ao) I I < E). 
f heet analytisch op G· als f analyt·isch' is in elk punt van G. 
Opmerking. 
Een analytische afbeelding is continu. 
Stelling 2.3. X zij een Banach-ruimte. 
Is f: G + X analytisch op G Ct en is$: X: fr teen 
begrensde lineaire funktionaal dan is $f: t + t, met ($f)(A) = $(f(A)), 
een complex-waardige analytische funktie op G, metals afgeleide funktie 
$(f'(A)). 
Bewijs: 
(A - Ao)- 1{($f)(A) - (~f)(Ao)} = 
= (A - Ao)- 1{$(f(A)) - ~(f(Ao))} = 
= ~{(A - Ao)- 1(f(A) - f(Ao))} + $(f 1 (A)) 
•· 
als A+ AO, wegens de begrensdheid (=·continuiteit) van~-
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Stelling 2.4. Is de afbeelding f: C + X· analytisch en begrensd (d.w.z. 
I If( A) 11 < K voor zekere constante K), dan is f een constante ( in X). 
Bewijs: 
Zij ~ een willekeurige begrensde funktionaal op X; dan is 
I (~f)(A) I = ,~(f(A)) J ~ K1 • J lf(A) 11 ~ K1 • K. 
De gehele funktie ~(f(A)) is dus begrensd, zodat volgens Liouville 
~(f(A)) constant is opt: 
~(f(A)) = c~t. 
Dus 
omdat ~ lineair is kunnen we ook schrijven 
aangezien ~ een willekeurige begrensde lineaire funktionaal is op X, 
moet wegens stelling 2o2 wel gelden dat f(A 1) - f(A2 ) = O, of 
f(A 1) = f(A 2 ) voor alle A1 ,A2 c«:. Gevolg: f is constant op C. 
Stelling 2.5. Zij X een Banach-algebra met eenheidselement e. 
Is de afbeelding f: G + U analytisch dan is ook h: G + U met 
h(A) = (f(A))- 1 analytisch op G. 
Bewijs: 
(A - Ao)- 1(h(A) - h(Ao)) = (A - Ao)- 1{(f(A))-1 - (f(Ao))- 1} = 
= (A - Ao)- 1(f(A))- 1{f(Ao) - f(A)}(f(Ao))- 1 = 
= (f(A))- 1{(A - Ao)- 1(f(Ao) - f(A))}(f(Ao))- 1 ; 
op grond van de stellingen 1.1 en 1.4 volgt hieruit dat h analytisch 
is met 
Stelling 2.6. Is X een Banach-ruimte met eenheidselement e, dan is 
voor elke x~X het spectrum cr(x) niet leeg. 
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Bewijs: 
Onderst el cr ( x) = </> <== > x - Ae ~ U voor elke A E:. It. De afbeel ding 
f: a; + U met f( A) = x - Ae is analytisch met f' (A) = -e, zodat volgens 
de vorige stelling ook de afbeelding h: t ➔ U met h(A) = (x - Ae)- 1 
analytisch is op geheel <Ce Men gaat gemakkelijk na dat 
11 ( x - Ae ) - 1 11 + 0 voor IA I ➔ 00 • 
De afbeelding h is dus analytisch en begrensd op <C met als gevolg 
dat h volgens stelling 2.4 constant is; 
-1 (x - Ae) = C E.U. 
Uit het voorgaande volgt dat c wel gelijk aan O E:X moet zijn, maar 
dit is niet mogelijk wegens O ¢ U. We komen dus tot een tegenspraak. 
Conclusie: cr(x) ~ <j>. 
Stelling 2.7. Zij X een Banach-algebra met eenheidselement e, terwijl 
elke xcX, behalve x = O, inverteerbaar is (Xis dus een lichaam); 
dan bestaat het spectrum cr(x) voor elke x E.X uit precies een A = A(x) E: t 
en elke x~X is te schrijven als x = A(x) • e. 
Bewijs: 
cr(x) is niet leeg volgens de vorige stelling; is AE.cr(x) dan is 
x - Ae niet inverteerbaar, zodat wel moet gelden x - Ae = 0 of 
x = Ae. 
Het is verder duidelijk dat A1e = A2e 
een A = A ( x) e:. t bevat. 
==> A1 = A2 , zodat cr(x) precies 
Opmerking._ Is I lei I= 1 dan volgt uit stelling 2.7 dat X en <C isometrisch 
isomorf zijn. 
3. Definitie 3.1. Zij X een commutatieve algebra over G: en I een deel-
verzameling van X; dan heet I een ideaal van X indien 
(i) I een lineaire deelruimte is van X 
(ii) 
a E.I J 
X "= X 
==> a , x E,I. 
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Het ideaal I van X heet een eigenlijk ideaal van X als I# {o} en 
I # X. 
Het eigenlijke ideaal. M van X heet een maximaal ideaal van X als M 
in geen enkel eigenlijk ideaal eigenlijk bevat is; d.w.z. geldt voor 
zeker ideaal I,MC::.I dan volgt daaruit of I= M of I= X. 
Stelling 3.1. Is I een eigenlijk ideaal in de commutatieve genormeerde 
algebra X met eenheidselement e, dan is ook de afsluiting I van I in X 
een eigenlijk ideaal van X. 
Bewijs: 
(i) Zijn x0 ,y0 6I, dan zijn er in I twee rijen {xn}:=1 en {yn}:=, 
zodanig dat lim x = x0 en lim yn = Yo• n-+oo n n-+oo 
I is een ideaal, zodat voor alle A,µ€:t geldt 
Ax + µy er. 
n n 
We tonen aan dat >.xO + µy O E. I; 
als n ➔ 00 • 
I is dus een lineaire deelruimte van X. 
(ii) Zij x0 E: I, {xn}:=, een rij in I met lim xn = 
n-+oo 
x0 en x E-X; dan is 
x • x EI. Wegens 
n 
als n ➔ 00 
is ook x0 • x E:I. 
xll•llxll ➔ O n 
(iii) Nu nog aan te tonen dat I een eigenlijk ideaal is. Men gaat 
gemakkelijk na dat een eigenlijk ideaal I geen enkel element uit U 
b d I Uc . 4 . 0c - c evat; us c . Wegens stelling 1. is gesloten, zodat IcU • 
Wegens e ff/:. Uc kunnen we concluderen date ~I, waaruit volgt dat I 
een eigenlijk ideaal is. 
Een direct gevolg hiervan is 
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Stelling 3.2. In een commutatieve genormeerde algebra X met eenheids-
element e is elk maximaal ideaal M gesloten; M = M. 
Stelling 3.3. Is X een commutatieve Banach-algebra met eenheidselement 
e, en M een maximaal ideaal in X, dan is de factor algebra X/M eveneens 
een commutatieve Banach-algebra met eenheidselement. 
Bewijs: 
X/M wordt een commutatieve algebra met eenheidselement door te 
definieren 
(i) (x+M)+(y+M)=(x+y)+M 
(ii) A(x + M) =Ax+ M (AE.l; x€:X) 
(iii) (x+M) • (y+M)=x•y+M 
Op X/M wordt als volgt een norm gedefinieerd 
11 x + M 11 d~f inf 11 x - z 11 • 
ZcM 
We gaan na of dit inderdaad een norm is op X/M; 
( i) 11 x + M 11 = 0 <==> inf 11 x - z 11 = 0 <==> 
zE.M 
<==> x E.M = M <==> x + M = M ( = 0 6X/M) 
(ii) 11 (x + M) + (y + M) 11 = 11 (x + y) + Ml I = 
(iii) 
= inf I Ix + y - z 11 = inf 11 (x - z,) + (y - z2) 11 2. 
zE:.M z 1 ,z2EM 
~inf llx-z 1 1l+inf lly-z2 II= 1/x+MII+ lly+MII 
z fM z2E]:IJ. 
is A = 0 dan is het duidelijk dat 11 A(x + M) 11 = 
= JAi llx + MJl;voor A 'f O geldt IJA(x + M)li = 
= 11 Ax + M 11 = inf 11 AX - z 11 = J A I inf I Jx - A - 1 z 11 = 
z6M z6M 
= JA] • llx + MIi. 
Tenslotte tonen we nog aan dat X/M volledig is. Zij {xn + M}:=1 een 
Cauchy-rij in X/M; dan is bij elk natuurlijk getal een index nk te 
vinden zodanig dat 
" 
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11 {x + M) - {x 0 + M) 11 < ¼ voor alle J > ¾: 
nk J 2 
(we kunnen het zo inrichten dat ¾:+1 > nk). 
Kiezen we in de klasse x. + M het element a 1 = x dan is er in n1 n1 
x + M zeker een 
n2 
I I a 1 - a2 I I < ~ ; 
eigenschap I la -2 
element ak bevat 
We definieren nu 
element a 2e X te vinden met de eigenschap 
vervolg~ns bevat xn
3 
+ Mizeker een· element a 3 met de 
a3 I I < 2 . Zo doorgaande vinden we dat x + M een 2 1 nk 
zodanig dat I lak - ak_ 1 I I < k- 1 , enz. 2 
het is eenvoudig in te zien dat deze reeks convergeert. 
Nu is 
11 (x + M) - (x0 + M) 11 = 11 (xnk - x0 ) + M 11 = nk 
= inf I Ix 
zEM nk 
1 1 
<-+--+ 
2k 2k+1 
= inf I I ( x - z ) - x0 I I ~ 
ze1: nk 
1 
= - + 0 als k + oo. 
2k-1 
De Cauchy-rij {xn + M}:=, bevat dus een convergente deelrij {x + M}:=, 
, nk 
metals gevolg dat {xn + M}:=1 zelf convergent is. 
In X/M speelt de klasse e + M de rol van het eenheidselement. 
Stelling 3.4. Uit de moderne algebra is bekend dat X/M een lichaam is, 
zodra M een maximaal ideaal is in de commutatieve ring X met eenheids-
element e. In aansluiting op stelling 3.3 kunnen we op grond van 
stelling 2.7 dus zeggen dat elk element x + MEX/M te schrijven is als 
x + M = A ( x ,M )( e + M) • 
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De scalar >i.(x,M) heeft de volgende eigenschappen 
(i) >i.(x + y, M) = >i.(x,M) + >i.(y,M) 
(ii) >i.(ax,M) = a>i.(x,M) 
(iii) >i.(x • y, M) = >i.(x,M) • >i.(y,M) 
(iv) Ji.(e,M) = 1 
(v) Ji. (x,M) = 0 <==> xEM 
(vi) I A ( X ,M) I ~ I I X I I (als II e I I = 1) 
Bewijs: 
( i) (x + y) + M = (x + M) + (y + M) 
dus: >i.(x + y, M)(e + M) = >i.(x,M)(e + M) + >i.(y,M)(e + M) 
zodat >i.(x + y) M) = A(x,M) + >i.(y,M) 
(ii) analoog 
(iii) analoog 
(iv) e + M = A ( e ,M) ( e + M) ==> Ji. ( e ,M) = 1 
(v) Ji.(x,M) = 0 <==> x + M = o(e + M) = M <==> xE.M 
(vi) x + M = Ji.(x,M)(e + M) 
dus I Ix + MI I = I Ji. ( x ,M) I • 11 e + MI I • 
Het is duidelijk dat I Ix+ Ml I ~ llxl I en lie+ Mil .::_ llel I = 1; 
we zijn dus klaar als we kunnen aantonen dat 11 e + M 11 = 1. Onderstel 
lie +MIi < 1; 
I le+ Ml I < 1 ==> 3 mEM: I le - ml I < 1 ==> (zie stelling 1.2) mEU 
==> Mis geen maximaal ideaal. 
Conclusie: lie +Mil= 1. 
Gevolg: I A ( X ,M) I ~ II XI I . 
4. Definitie 4.1. De verzameling S heet-partieel geordend indien op S 
een relatie R gedefinieerd is met de volgende eigenschappen 
(i) 
(ii) 
a R a 
a R b 
b Ra J 
v_oor alle a ES 
==> a = b 
(iii) a R b 
b R c 
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==> a R c. 
De relatie R geven we meestal aan met het teken ~-
Een deelverzameling K van S heet een keten al-s e.lk-·t-weetal elementen 
van K onderling vergelijkbaar is; d.w.z. (a,bE::K) ==> (a~ b of 
b ~a). 
Een element a E.S heet een, maximaal element indien uit a ~ s ( voor 
zekere s € S) volgt s = a. 
Anders gezegd: aeS heet een maximaal elementals voor geen enkele 
SES geldt: a .:s. s, a :/= s. 
De partiele ordening ~ op Sheet inductief indien bij elke keten K 
in S een aE.S bestaat zodanig dat k,;. a voor alle kE.K (d.w.z. K 
heeft in Seen bovengrens). 
In het vervolg zullen we een enkele maal gebruik maken van het met het 
keuzeaxioma equivalente 
Lemma van Zorn. Is de partiele ordening ~ inductief op S :/= ~, dan 
be-staat er bij elk element sE.S een maximaal element s*E::,S met de 
eigenschap * s ~ s • 
Anders geformuleerd: Heeft elke keten in Seen bovengrens in S dan ligt 
. * boven elke s E: S een max1maal element s E. S. 
Stelling 4. 1 • Zij x., een niet-inverteerbaar element van de algebra X 
met eenheidselement e; dan is 
(x) d~f {xy I y ex} 
een eigenlijk ideaal van X dat x als element bevat. 
Bewijs: 
( i) 
(ii) 
X 1 , x2 E ( X) => X 1 = X 
Y1,Y2E.X; >.y1 + µy2E:-X 
= >.x 1 ~ >.x2 E: (x). 
~ y 1 en x2 = x 
0 y2 voor zekere 
==> x(>.y1 + >.y2) =AX• Y1 + µx • Y2 = 
==> x, = X • Y1; 1S yE..X, dan 1S x, • y = X • (y, 0 y)E:(x). 
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(iii) e t!/!: ( x), want anders zou er in X een y bestaan zodanig dat 
x • y = e. Dit zou in tegenspraak zijn .met x t!!/::. U. Gevolg: 
(x) is een eigenlijk ideaal. 
( i V) e EX ==> X • e = X E. ( X) • 
Qpmerking. 
Elk niet-inverteerbaar element x EX is dus bevat in minstens een 
eigenlijk ideaal. 
Stelling 4.2. Zij. X. een commutatieve algebll:"a•.me.t. eenheidselement e 
en I een eigenl,ijk ideaal· van.X; dan bestaat er in· X een maximaal 
ideaal M dat I omvat. 
Bewijs: 
Zij S de verzameling van alle eigenlijke idealen die I omvatten; op 
S kunnen we als volgt een partiele orden-ing de•finieren 
<==> 
Zij K = {ra}a=A een lineair geordende deelverzameling (= keten) van S; 
we tonen aan dat Kin Seen bovengrens heeft. 
Definieer * I = U I 
a 
Nu is in het algemeen de vereniging van een stelsel idealen ·geen ideaal, 
maar omdat K lineair geordend is door inclusie kunnen we in dit geval 
* 0 0 wel zeggen dat I een ideaal is. 
r* is een eigenlijk ideaal omdat e ff#. r*, wegens e ¢ I voor elke a~A. 
a 
* * Het is duidelijk dat Ic.I. Gevolg: I es. Elke keten in S heeft dus 
een bovengrens in S. De partiele ordening ~ is dus inductief op S, 
zodat volgens het lew~a van Zorn boven elk element van Seen maximaal 
element ligt. Zo'n maximaal element moet wel een maximaal ideaal zijn 
dat I omvat. 
stelling 4.3. Bij elke .x e/?. U bestaat een maximaal ideaal M zodanig dat 
xE.M. 
Bewijs: 
Di t is een direct gevolg van de st ell ingen 4. 1 en 4. 2. 
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5. We gaan nu over tot het bewijs van de in paragraaf O genoemde 
stelling van Wiener. 
W zij de klasse van alle funkties f:m + t die ontwikkelbaar zijn in 
een absoluut convergente· Fourier reeks 
+oo 
W={f:JR ➔ C lf(t)= I 
n=-co 
int 
a e 
n 
+oo 
I la I < 00 }. n 
n=-oo 
Met de gebruikelijke puntsgewijze optelling en vermenigvuldiging van 
funkties is W een commutatieve algebra met eenheidselement e: 1R -+ C 
1 met e(t) = 1 voor alle t E.lR. 
W kan als volgt genormeerd worden: 
+oo 
Is f(t) = I 
n=-oo 
a eintE.W dan definieren we 
n 
+oo 
llrll= I la I. n 
n=-oo 
Men gaat gemakkelijk na dat W nu een genormeerde algebra is in de 
zin van definitie 1.2. 
We tonen aan dat Ween Banach-algebra is. Zij {rn}:=1 een Cauchy-rij 
in W; dan is 
+oo 
II fk - fl 11 = 11 l 
n=-oo 
+oo 
int 
akne 
+oo 
I int I I a.lne = 
n=-oo 
= l Jakn - a1nl < E zodra k,l > N(E). 
n=-oo 
Voor elke vaste n geldt dus ook dat 
daar i volledig is, is voor elke n de rij {amn}:=1 dus convergent; 
lim a d~,f a • 
mn n 
m➔oo 
+oo 
Wegens l 
n=-oo 
+M 
lakn - a1nl < E voor k,l > N(E) geldt ook l Jakn-alnl<E 
n=-N 
zodra k,l > N(E) • 
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Maken we· achtereenvolgens. de. limietovergangen 1 ➔ 00 , M ➔ 00 , N ➔ 00 dan 
vinden we 
+co 
l lakn - anl ~ E zodra k > N(E). 
n=-oo 
+co 
Als we kunnen .aantone;i:1-dat ,de .. funktie f met f(t) = 
behoort, dan is hiermee bewe.zen dat W volledig is • 
I int a e tot W 
+co 
Dat l la I < 00 blijkt uit n 
n=-oo 
+M 
I 
n=-M 
la I n 
+co 
~ E + l laknl < ~ als k > N(E). 
n=-oo 
n 
n=-oo 
Zij t 0 E.[0,21r); het is duidelijk dat alle elementen f van W die in t 0 
de waarde O aannemen een ideaal It vormen in W. We zullen laten zien 
dat dit ideaal maximaal is. O 
Indien It niet maximaal is, dan bestaat er een funktie w0 cW zodanig 
dat w0(t09 # 0 terwijl het ideaal H0 dat wordt opgespannen door It 0 
en w0 een eigenlijk ideaal 1s. Zij w nu een willekeurig element van W; 
we kunnen dan schrijven 
w(t) 
waarbij in het rechterlid de eerste term een veelvoud is van w0 (t) 
en de tweede term een element is van It • Voor elke w EW geldt dus: 
wEH0 . Maar dit is niet mogelijk omdat ~O een eigenlijk ideaal is. 
Conclusie: It is een•maximaal ideaal. 
We gaan na or0w andere maximale ideal en heeft. 
Zij M0 een maximaal ideaal van W; nemen we x E: W zodanig dat it 
x(t) = e dan is 
' 
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IA(x,M0 )1 ~ llxll = lleitll = 1 
en IA(x- 1,M0 )J ~ llx- 1 JI = lle-itll = 1 
met als gevolg I A ( x,M0 ) I = 1; Bij elk maximaal ideaal Mb bestaat dus 
een t O E. [o, 21r ) zodanig dat 
Hierui t volgt 
into 
= e voor elke nE 'Z, 
zodat, volgens stelling 3, 
+oo 
. . ( ) 1 int h .. Z1.J nu wE:W, wt = l wne ; sc r1.Jven we 
n=-oo 
dan geldt 
+N 
of I 
n=-M 
+N 
I 
n=-M 
int 
we 
n 
zodat, wegens I lsM,N - wl I + 0 voor M,N 
I 
n=-ao 
We wet en dat: w 41:M0 <==> 
int 0 
w e 
n 
+ 00 , 
M0 bevat dus juist die elementen w'=.W waarvoor w(t0 ) = o. Conclusie: 
Alle maximale idealen van W zijn gefixeerd. 
Zij tenslotte f€W, met f(t) t= 0 voor elke t EJR; het is dan volgens het 
voorgaande onmogelijk dat f element is van enig maximaal ideaal van W: 
f ~ M voor elk maximaal ::.deaaJ_ van W. 
f moet dan wel inverteerbaar zijn, want elk niet-inverteerbaar element 
ligt in·minstens een maximaal ideaal volgens stelling 4. 
Conclusie: Is f'=:.W met f(t) f: O, dan is f inverteerbaar; d.w.z. 
+oo 
1 -
1 
-tf:W f 
+oo 
of f[tY - \ l 
n=-oo 
B e int met 8 .t:.f en 
n n I Is I < 00 • n 
Appendix 
Stelling A.1. Zij X een lineaire ruimte over JR en x0 een lineaire 
deelruimte van X; is p(x) een sublineaire funktie op X (d.w.z. 
(i) p(x + y) ~ p(x) + p(y), (ii) p(Ax) = Ap(x) voor A~ 0) en r0 
een (reele) lineaire funktionaal op x0 zodanig dat 
f(x) ~ p(x) op x0 
en is x0 fl:.x0 , dan bestaat er op x0 $ H{x0} een lineaire funktionaal f 
met de volgende eigenschappen: 
(i) f(x) = r0(x) op x0 
(ii) f(x) ..5. p(x) op x0 ffi H{x0}. 
Bewijs: 
Zij yE.X0 $ H{x0}; dan is y ondubbelzinnig te schrijven als 
y = X + axo (XE. XO ; aEJR) • 
Als f bestaat, dan zal zeker moeten gelden 
f(y) = f(x) + af(x0 ) = f(x) +a• c; 
we moeten nu c zodanig bepalen dat f voldoet aan 
f(y) < p(y) voor alle yE:X0 ffi H{x0}, 
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(i) Is a> 0 dan is dit gelijkwaardig met 
of 
(ii) Is a< 0 dan m0et voldaan zijn aan 
-1 ( ) c 2:_ a p x + ax0 
-1 -1 ) 
= -p(-a X - X) - f (a X 0 0 
of 
Voor alle u, z c.X0 moet dus gel den 
De gezochte constante bestaat dus zeker als 
Voor alle u, z €.X0 geldt 
metals gevolg 
De gezochte constante bestaat dus en de funktionaal f met f(x + ax0 ) = 
= f 0,(x) + a • c voldoet aan de gestelde eisen. 
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Stelling A. 2. (HAHN-BANACH). Onder de-zelfde voorwaarden als in 
stelling A.1 kan r0 worden voortgezet tot een lineaire funktionaal f 
op geheel X zodanig dat 
(i) f(x) = r0 (x) op x0 
(ii) f(x) -~ p(x) op geheel X. 
Bewijs: 
Zij H de verzarneling. van alle voortzettingen h van r0 met de eigen-
schap 
h(x) < p(x) 
voor alle x uit de lineaire deelruimte van X waarop h,gedefinieerd is. 
We kunnen op Hals .volgt een partiele ordening aanbrengen: h 1 ..::_ h2 
indien b 2 _een uitbreiding is van h1• 
Nu is elke keten in H naar boven begrensd; 
in Hen zij h gedefinieerd op de lineaire 
a 
definieren we op de lineaire deelruimte G = 
volgt 
zij n.l. {ha}a.e:A.een keten 
deelruimte X van X; 
a U X de funktie g als 
a.6A a. 
g(x) = h/x) als x 6.X y 
dan is g een lineaire funktionaal op G die een uitbreiding is van elke 
ha.' terwijl bovendien g(x) = hy(x) ~ p(x). 
De ingevoerde partiele ordening is dus inductief, zodat volgens het 
lemma van Zorn boven r0 een maximaal element f van H ligt. Onderstel 
dat deze f gedefinieerd is· op de lineaire deelruimte Xf van X terwijl 
Xf -:/- x. Volgens stelling A.1 kan f dan worden uitgebreid tot op een 
Xf omvattende deelruimte, hetgeen in strijd zou zijn met de maximali-
teit van f. 
Conclusie: De lineaire funktionaal f is dus, als voortzetting van r0 , 
gedefinieerd op geheel X, en voldoet aan f(x),;;, p(x) op geheel X. 
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Stelling A.3. (HAHN-BANACH-BOHNENBLUST-SOBCZYK-SUCHOMLINOV). 
Zij X een lineaire ruimte overt en p(x) een halfnorm op X. Is x0 
een lineaire deelruimte van X met daarop een (complexe) lineaire 
funktionaal r0 zodanig dat 
lr0 (x) I ~ p(x) voor alle x6X0 , 
dan bestaat er een complexe lineaire funktionaal fop geheel X met de 
volgende eigenschappen: 
( i ) f ( x) = f O ( X) op XO 
(ii) lr(x) I < p(x) op geheel X. 
Bewijs: 
Zij g een lineaire funktionaal op X: 
Het is gemakkelijk in te zien dat g 1 en g2 dan reele lineaire funktio-
nalen zijn op X, indien X opgevat wordt als lineaire ruimte overIR. 
Verder is g i(ix) = g,(ix) + ig2 (ix) ! 
en ig(x) = -g2 (x) + ig 1(x) 
waarui t volgt 
De stelling is dus 
tot op geheel X. 
Nu is 
g2(x) = -g1 (ix)voor elke x 4&X. 
def bewezen als we r 01 = Re r 0 kunnen voortzetten 
zodat volgens stelling A.2 r 01 voortgezet kan worden tot een reele 
lineaire funktionaal r 1 op X, zodanig dat 
r1 (x) ~ p(x) voor alle xE:.X. 
Definieer nu: f(x) = r 1(x) - if1(ix) op x. 
f is dan een complexe lineaire funktionaal op X, voornamelijk wegens 
,, 
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f(ix) = r 1(ix) - ir1(-x) = r 1(ix) + if1(x) = 
= i~r1(x) - if1(ix)t = if(x). 
Schrijven we: f(x) = I f(x) I • ei</> 
dan geldt 
lr(x)I = e-i<t> f(x) = f(e-i</> • x) = 
= r 1(e-i<t>x) ~ p(e-i<t>x) = 
= ie-i</> I , p(x) = p(x) 
zodat f ook voldoet aan 
I f(x) I .s.. p(x) voor elke x e X. 

